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У
стойчивость корпоративной программы

устанавливается в процессе актуарного

оценивания соотношения активов

и обязательств на фиксированный мо�

мент времени. Активы определяются суммой пен�

сионного резерва на пенсионном счете предприя�

тия�вкладчика. Обязательства – как математичес�

кое ожидание современной стоимости будущих

выплат. При этом окончательный вывод об устой�

чивости пенсионной программы на основании вы�

полнения равенства в данный момент активов

и обязательств сильно зависит от принятой для

расчета актуарной нормы доходности и использу�

емых таблиц смертности, т.е. является весьма

субъективным. Это приводит чаще всего к завы�

шению необходимого размера пенсионных взно�

сов предприятия, обеспечивающих заданный уро�

вень финансирования даже при умеренно консер�

вативных предположениях актуария. В частности

поэтому финансирование пожизненного пенсион�

ного обеспечения работников для предприятий

представляет большую финансовую нагрузку.

Кроме того, эта статическая модель не дает отве�

та на вопрос о будущем соотношении активов

и обязательств и тем более не позволяет опреде�

лить количественные критерии устойчивости на

протяжении всего периода существования про�

граммы. 

Поэтому представляет интерес рассмотреть

динамику изменения пенсионного резерва и най�

ти условия минимально необходимого финанси�

рования, обеспечивающего финансовую устойчи�

вость страховой пенсионной программы пред�

приятия.

Для этого необходимо исследовать процесс

изменения численности участников данной пен�

сионной программы по причине смерти и постро�

ить модель изменения общей суммы выплат для

исследуемой группы участников. 

Аналитический метод, развитый в работах

Колмогорова, Феллера [1,2], позволяет восполь�

зоваться моделью коллективного риска [3]

для нахождения совместного распределения об�

щей суммы пожизненных выплат участникам раз�

ных возрастов с последующим решением диффе�

ренциальных уравнений Колмогорова для пере�

ходных вероятностей.

Второй вероятностный подход, предложен�

ный Леви и строго обоснованный Ито, дает воз�

можность непосредственного построения траекто�

рий процесса [4]. Использовать данные подходы

для описания динамики фонда предложено

В.И. Пелихом [5].

1. Исследование процесса 
смертности участников 
пенсионной программы

Данные демографических исследований

[6, 7], в том числе прогнозы ООН и Центра демо�

графии и экологии человека (ЦДЭЧ), не исключа�

ют роста смертности в ближайшие годы примерно

до 2008 года. В дальнейшем рост смертности

взрослых продолжится, но будет очень медлен�

ным. Смертность детей по�прежнему будет сни�

жаться, так что средняя продолжительность жиз�

ни меняться не будет. В дальнейшем увеличение

ожидаемой продолжительности жизни, по прог�

нозам ЦДЭЧ, к 2045–2050 годам для мужчин с 61

до 73,8 лет, для женщин с 73 до 77 лет предпола�

гается за счет уменьшения детской смертности.

Динамику смертности населения Волгоград�

ской области возраста от 50 до 80 лет исследова�

ли на основании данных таблиц смертности го�

родского населения (оба пола) Северо�Кавказско�
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го региона 1992 года, Волгоградской области

1996 года и 2002 года и предприятий химической

промышленности г. Волгограда. Данные пред�

ставлены на рисунках 1, 2. 

Таблицы смертности Северо�Кавказского ре�

гиона, оба пола, 1992 год.

1. Таблицы смертности городского населения

Волгоградской области, оба пола, 1996 год.

2. Таблицы смертности городского населения

Волгоградской области, оба пола, 2002 год.

Сравнение данных таблиц смертности насе�

ления Северо�Кавказского региона Российской

Федерации 1992 года и городского населения

Волгоградской области 1996 года, 2002 года,

представленное на рисунке 1, показывает, что

смертность лиц возраста от 50 до 70 лет увеличи�

вается, старше 70 лет – снижается. Таким обра�

зом, выбор таблиц смертности может оказывать

заметное влияние на результат расчета, завися�

щее от половозрастного состава участников.

Поэтому задача исследова�

ния смертности участников пен�

сионного плана имеет важное

значение для расчета парамет�

ров, обеспечивающих устойчи�

вость корпоративной пенсион�

ной программы. 

Данные наблюдений за

смертностью работников пред�

приятия химической промыш�

ленности в период с 2000 по

2005 год близки к данным

таблицы смертности населе�

ния Волгоградской области 2002

года.

На рисунке 2 наблюдается

максимум для возраста х=77
лет, который появляется при

уменьшении числа участников

. Это может быть связано

с тем, что число умерших может

оказаться меньше, чем расчет�

ное значение в соответствии

с вероятностью смерти в дан�

ном году, т.е. число умерших

участников в этом случае будет

зависеть от числа умерших ран�

нее участников и процесс на его

конечной стадии в последний

год уже не будет Марковским. 

Таким образом, процесс

смертности может быть пред�

ставлен как Марковский для ис�

следуемой группы участников

до возраста 77 лет. 

Представленные данные

показывают:

1) скорость смертности за�

висит от возраста;

2) скорость смертности за�

висит от года наблюдения;

3) зависимость скорости смертности от года

наблюдения различна для разных возрастов –

увеличивается в период с 1992 по 2002 год для

возраста менее 70 лет и уменьшается для возрас�

та более 70 лет (табл. № 1).

Таким образом, предположение о независи�

мости скорости смерти для участника данного

возраста от года наблюдения допустимо на вре�

менных интервалах до 5 лет. Это подтверждается

также данными таблицы № 1.

Кроме того, приращения скорости смертнос�

ти не являются не только независимыми, но и ор�

тогональными. Как показывают эксперименталь�

ные данные для произвольных моментов времени

ковариация приращений процес�

са не равна нулю и имеет

место сильная зависимость – коэффициент кор�

реляции близок к единице, что указывает на нали�

чие линейной связи. 

10<xl

Рисунок 1

ДДииннааммииккаа  ссммееррттннооссттии  ггооррооддссккооггоо  ннаассееллеенниияя  ВВооллггооггррааддссккоойй  ооббллаассттии  ддлляя  ррааззнныыхх  ллеетт

Рисунок 2

ДДииннааммииккаа  ссммееррттннооссттии  ннаассееллеенниияя  ВВооллггооггррааддссккоойй  ооббллаассттии

РРяядд  11.. Таблицы смертности городского населения Волгоградской области, оба пола, 2002 г.

РРяядд  22..  Данные смертности работников предприятия химической промышленности г. Волгограда,

2000–2004 гг.
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Наличие сильной зависимости можно объяс�

нить тем, что смерти разных лиц, являясь незави�

симыми между собой, в то же время зависят от

положения на оси времени, т.е. от возраста.

Для приращений скорости смерти установле�

но, что математическое ожидание приращений

скорости смерти и дисперсия увеличиваются

с возрастом, особенно сильно для возраста более

67 лет.

ТТааккиимм  ооббррааззоомм,,  ппррооццеесссс  ссммееррттннооссттии  ккаакк  ддлляя

ссккооррооссттии  ссммееррттии,,  ттаакк  ии ддлляя  ппрриирраащщеенниийй  ссккооррооссттии

ссммееррттии  ннеессттааццииооннааррнныыйй  сс ээккссппооннееннццииааллььнныымм

ттррееннддоомм..

Поэтому известные нестационарные модели

типа TS, приводимые к стационарному путем взя�

тия линейного тренда, и процессы случайного

блуждания с дрейфом, приводимые к стационар�

ному путем взятия первой разности, а также мо�

дели Перрона, разбиваемые на стационарные ли�

нейные участки [8], не могут быть использованы

для описания процесса смертности старших воз�

растов 50–80 лет, т.к. приращения скорости смер�

ти не линейны и не стационарны. Многочислен�

ные исследования зарубежных авторов также ука�

зывают на трудности моделирования процесса

смертности единой функцией [9,10].

Поэтому для построения модели пожизнен�

ных пенсионных выплат участников пенсионного

возраста 50–80 лет был использован первый под�

ход, позволяющий описать процесс приращений

скорости смерти аналитической зависимостью

и найти переходные вероятности посредством мо�

дели коллективного риска. 

Часть II. Моделирование процесса
пожизненных пенсионных выплат

Совокупность инвестированных средств (пен�

сионных резервов) группы участников, представ�

ляющих собой сумму взносов для покрытия при�

нятых обязательств и начисленный на них инвес�

тиционный доход, будем называть фондом разме�

ра Ft в момент времени t. Фонд предназначен для

пожизненных выплат участникам, причем размер

выплат каждому отдельному участнику различен.

Общую сумму будущих выплат, осуществляемых

от момента наблюдения до момента смерти

последнего участника лет, можно рассмат�

ривать как результат по крайней мере двух случай�

ных процессов: случайного процесса смертности

участников и случайного значения общей суммы

выплат умерших участников. 

Случайный процесс смертности участников

обусловлен двумя видами риска.

Первый риск – это несистематический риск –

риск того, что действительное число смертей от�

личается от принятого для расчета. Этот тип рис�

ка может быть диверсифицирован, т.е. устранен

для большой группы участников, обычным пред�

положением, что будущие времена жизни различ�

ных лиц являются независимыми случайными ве�

личинами. Поэтому этот риск смертности не ведет

к необходимости дополнительной рисковой пре�

мии. Второй тип риска – это систематический

риск – риск того, что сила смертности изменяется

отличным от предполагаемого образом. Именно

этот риск необходимо учесть при построении мо�

дели процесса скорости смерти.

2.1. Определение случайного процесса скорости
смерти

Для построения модели процесса будем ис�

пользовать величину скорости смерти:

где – число лиц возрас�

та х группы участников пенсион�

ной программы в начальный мо�

мент наблюдения . С дру�

гой стороны, это число можно

представить как сумму всех

умерших участников до оконча�

ния пенсионной программы по�

жизненных выплат:

w – предельный возраст до�

жития.

Рисунок 3

ДДииннааммииккаа  ппрриирраащщеенниийй  ссккооррооссттии  ссммееррттннооссттии  ддлляя  ррааббооттннииккоовв  

ппррееддппрриияяттиияя  ххииммииччеессккоойй  ппррооммыышшллееннннооссттии

Таблица № 1

ЗЗааввииссииммооссттьь  ссккооррооссттии  ссммееррттннооссттии  

оотт  ггооддаа  ннааббллююддеенниияя  ппоо  ооттнноошшееннииюю  кк 11999922  ггооддуу

Возраст, х
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Рассмотрим случайный процесс смертности

участников как случайный дискретный процесс

, поскольку данные о числе

умерших известны на начало каждого года. На�

блюдения над участниками предприятия общей

численностью 1500 человек проводили в течение

5 лет. Исследуемый случайный процесс для каж�

дой когорты k можно определить следующим об�

разом – доля лиц от исходной со�

вокупности, умирающих в единицу времени.

При фиксированных моментах времени

, где 0, 1, 2,..., n – номер года на�

блюдения, значения скорости смерти в сечениях

являются случайными величинами, задан�

ными при . Время начала наблюдения

t0 соответствует 2000 году.

Пусть ( ) – вероятностное пространство.

Известны распределения вероятностей числа

смертей в год для лиц одного возраста в сечени�

ях процесса , где 0, 1, 2, 3, 4, n– но�

мер года наблюдения случайной величины . 

Для получения аналитической зависимости

скорости смерти от возраста участника примем

предположение, что распределения вероятности

смерти участников одного возраста стационарны

и не зависят от времени наблюдения. Математи�

ческое ожидание числа участников когорты воз�

раста x (t0) в момент времени t равно произведе�

нию исходного числа участников в когорте в мо�

мент начала наблюдения Nx на математическое

ожидание числа смертей в год на одного участника:

где qx – число смертей в год на одного участ�

ника возраста x;
pi – вероятность i�случая количества смертей

в год в i�й год наблюдения [2000, 2005]. 

На основании предположения о стационарно�

сти процесса смертности для участников одного

возраста будем считать распределения вероятно�

стей скорости смерти в сечениях процесса

заданными для всех

рассматриваемых моментов времени {t1, t2,..., tw}
от момента начала наблюдения до момента смер�

ти последнего участника. Для процесса с дискрет�

ными состояниями сумма полной вероятности со�

бытий скорости смерти от года начала наблюде�

ния в возрасте x до момента окончания наблюде�

ния в момент смерти в возрасте tw равна 1:

Для построения математической модели про�

цесса смертности участников приняты следующие

предположения о свойствах процесса:

1) ординарности – т.к. вероятность смерти

в бесконечно малый промежуток времени двухи

более участников пренебрежимо мала;

2) отсутствием последействия, т.к. смерти

участников происходят независимо друг от друга,

т. е. число смертей в одном временном интервале

не зависит от числа смертей в другом временном

интервале; 

3) не стационарности в течение общего вре�

мени пребывания участника в фонде, поскольку

вероятность смерти участника зависит от его воз�

раста, т.е. от положения участника на временной

оси; 

4) процесс смертности для лиц одного воз�

раста стационарен и имеет математическое ожи�

дание и дисперсию, не превышающую математи�

ческое ожидание, что свидетельствует об отсут�

ствии смешивания [11].

ТТааккиимм  ооббррааззоомм,,  ппррооццеесссс  ссккооррооссттии  ссммееррттии  ммоо��

жжеетт  ббыыттьь  ппррееддссттааввллеенн  ккаакк  ссллоожжнныыйй  ММааррккооввссккиийй––

ППууаассссооннооввссккиийй  ппррооццеесссс  сс ииннддииккааттооррнноойй  ффууннккццииеейй

ррааввнноойй  ееддииннииццее,,  еессллии  ууччаассттнниикк  ддоожжиилл  ддоо  ууккааззаанн��

ннооггоо  ввооззрраассттаа..

Потоки случайного процесса смертности для

каждой когорты будем считать незави�

симыми и ординарными. Поэтому интенсивность

суммарного потока процесса смертности a(t) рав�

на сумме интенсивностей числа событий потоков

для отдельных когорт:

Таким образом, распределение вероятностей

для группы участников разных возрастов пред�

ставляет собой также сложное распределение Пу�

ассона с интенсивностью потока событий смерти

равной сумме интенсивностей смерти для отдель�

ных когорт.

2.2. Процесс изменения общей суммы пожизненных
пенсионных выплат

С учетом того, что в данной модели мы рас�

сматриваем выбытие участников только по причи�

не смерти и новые участники не возникают, то

процесс изменения общей суммы выплат умер�

шим участникам: 

Для случайной величины B(t) случайная ве�

личина выплат i�му участнику Bi постоянна во

времени для данного участника (если нет индек�

сации). Случайные величины выплат участникам

независимы, одинаково распределены и имеют

общую функцию распределения P(x). Поскольку

смерти участников одного возраста равновероят�

ны можно считать равновероятным выбытие лю�

бой суммы выплат в течение года. 

.
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Если при этом процесс смертности участни�

ков – Пуассоновский, то процесс изменения сум�

марных выплат S(t) согласно [3] является сложно

Пуассоновским, Марковским и вероятности пере�

хода на шаге n описываются уравнением:

или для приращений скорости смерти для

всех t0<S<t и для числа переходов n=0,1,2...:

Даже если пенсионные выплаты распределе�

ны неодинаково, то все равно суммарные выпла�

ты за n летний период имеют сложное распреде�

ление Пуассона [3].

Способы вычисления распределения сум�

марных выплат описаны в [11].

Распределение вероятностей суммарных вы�

плат на момент времени равно произ�

ведению вероятности нахождения системы в ис�

ходном состоянии на матрицу вероятностей пере�

хода – сумму переходных вероятностей за

n шагов:

Вероятность перехода системы из состояния

в котором она находилась в момент времени t
в состояние за элементарный промежуток вре�

мени , приближенно равна , где �

интенсивность Пуассоновского потока суммарных

выплат, переводящего систему из состояния 

в состояние [1]. 

2.3. Модель приращений скорости смерти с учетом
увеличения продолжительности жизни

Поскольку исследования показывают, что

возможны различные изменения скорости смерти

для участников разных возрастов, поэтому в раз�

работанной модели предусмотрена возможность

изменения скорости смерти для разных возрас�

тов заданием различных значений параметров x0

и kx:

для исследуемой группы участников:

; ; 

Коэффициент kx может быть задан таблицей.

Этот коэффициент изменяется закономерно, т.е.

процесс смертности исследуемых возрастов

предсказуем. Хотя эта зависимость и различна

для разных возрастов. 

Зависимость скорости смерти от времени

для различных возрастов может быть учтена

в представленной модели изменением значений

x0 и kx. Сравнение результатов расчета по уравне�

ниям модели с наблюдаемыми значениями пред�

ставлено на рисунке 4.

3. Динамика фонда
Уравнение динамики фонда корпоративной

пенсионной программы можно представить

в виде:

– сила роста процентов

за период времени t;
S(t) – ожидаемое значение

суммарных выплат фонда в мо�

мент времени t.
Пенсионная программа бу�

дет устойчива, если в любой мо�

мент времени, при котором число

живых участников больше нуля,

размер фонда также больше ну�

ля: Ft>0 или .

Пример выбора процентной

ставки представлен на рисунке 5.

Последнее уравнение по�

зволяет найти критическое зна�

чение процентной ставки, удов�

летворяющее условию устойчи�

вости данной пенсионной про�

граммы, и задать таким обра�

зом требования к составу инвес�

тиционного портфеля пенсион�

ных резервов.

Рисунок 4

ММооддеелльь  ппрриирраащщеенниийй  ссккооррооссттии  ссммееррттии  ууччаассттннииккоовв  ккооррппооррааттииввнноойй  

ппееннссииоонноойй  ппррооггррааммммыы

РРяядд  11 – экспериментальные данные скорости приращений скорости смерти участников пенсионной

программы;

РРяядд  22 – результаты расчета по разработанной модели приращений скорости смерти.
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